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Èñ÷èñëåíèå ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé è
èíòåðïîëÿöèÿ Íüþòîíà
. . Èëüþòà
Àííîòàöèÿ. Ìû èñïîëüçóåì ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè Íüþòîíà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóìì ðèíà  ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé, îïðå-
äåëÿåìûõ ëèíåéíûìè ðàñøèðåíèÿìè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ. Òîæäåñòâà äëÿ ñóìì ðèíà ïîðîæäàþò ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé Íüþòîíà è äèåðåíöèàëüíûõ
îðì Àðíîëüäà. Òàêæå ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íîãî ðÿäà Íüþòîíà, êîòîðûå èíäåêñèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.
We use Newton divided dierenes for the alulation of
Greene sums  the rational funtions determined by linear
extensions of partially ordered sets. Identities for Greene sums
generate relations for Newton divided dierenes and Arnold
dierential forms. Also generalizations of the Newton interpolation
series whih are indexed by sequenes of partially ordered sets are
reeived.
1. Ââåäåíèå
Ñóììà ðèíà G(P ) ìíîæåñòâà P ñ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà ≺ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì [8℄
G(P ) =
∑
α∈L(P )
1
(xα(1) − xα(2))(xα(2) − xα(3)) . . . (xα(n−1) − xα(n))
,
ãäå m = |P | è L(P )  ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê α ∈ Sm, îïðå-
äåëÿþùèõ ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà P . Ìû
îòîæäåñòâëÿåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P ñ êîììóòèðóþùèìè ïåðå-
ìåííûìè è ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå êàê ñëîâî èç ýòèõ
ïåðåìåííûõ, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà â P è
çàêàí÷èâàåòñÿ íåêîòîðûì ìèíèìóìîì â P . Ïîäìíîæåñòâî ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçîâ¼ì ðàçäåëÿþùèì, åñëè åãî ýëå-
ìåíòû ïîïàðíî íå ñðàâíèìû è ëþáîé ýëåìåíò èç äîïîëíåíèÿ ëèáî
ìåíüøå, ëèáî áîëüøå ëþáîãî ýëåìåíòà èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Ñ
àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÔÔÈ-07-01-00593 è ÍØ-709.2008.1.
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ïîìîùüþ ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé Íüþòîíà ìû ñâåä¼ì çàäà÷ó âû-
÷èñëåíèÿ ñóìì ðèíà ê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâàì, êî-
òîðûå ìîãóò èìåòü òîëüêî òðèâèàëüíûå ðàçäåëÿþùèå ïîäìíîæå-
ñòâà  åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì, åäèíñòâåííûé ìèíèìóì, è òîò è
äðóãîé. Äëÿ ñóìì ðèíà íåêîòîðûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-
æåñòâ ïîëó÷åíû ÿâíûå èëè ðåêóðñèâíûå îðìóëû. åçóëüòàòû ðà-
áîò [3℄, [4℄ è îðìóëû ýòîé ñòàòüè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ñî âðåìå-
íåì òåîðèÿ ñóìì ðèíà ìîæåò ñòàòü ÷àñòüþ òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ
Øóáåðòà [10℄. Ñâÿçè ñ ðàçäåë¼ííûìè ðàçíîñòÿìè óêàçûâàþò òàê-
æå íà âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ñóìì ðèíà íà ÿçûêå ïðîèçâîäÿùèõ
óíêöèé ðåø¼òî÷íûõ ïóòåé è òàáëèö Þíãà [6℄.
Èñïîëüçóÿ ñóììû ðèíà, ìû ñâÿæåì ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ðàçëîæåíèå óíêöèè
(z − x)−1 â ðÿä èç ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé. Äîìíîæàÿ íà àíàëèòè-
÷åñêóþ óíêöèþ F (z) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êîøè î âû÷åòå, ïîëó-
÷èì ðàçëîæåíèå â ðÿä óíêöèè F (x). Â ÷àñòíîñòè, òàê ïîëó÷àåòñÿ
èíòåðïîëÿöèîííûé ðÿä Íüþòîíà è åãî ïðåäåëüíûé ñëó÷àé  ðÿä
Òåéëîðà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ äëÿ óíêöèé
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ðÿäà Íüþòîíà ñ ïîìîùüþ
âû÷åòà ïðèíàäëåæèò Ôðîáåíèóñó [7℄.
àçëè÷íûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé L(P )
íà ïîäìíîæåñòâà ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì ñóììû
ðèíà G(P ) êàê ñóììû ïî ïîäìíîæåñòâàì. àâåíñòâî òàêèõ ñóìì
ïî ïîäìíîæåñòâàì ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì äëÿ ðàöèîíàëüíûõ óíê-
öèé èëè îïðåäåëÿåìûõ èìè óíêöèîíàëîâ, íàïðèìåð, äëÿ ðàçäå-
ë¼ííûõ ðàçíîñòåé. Áîëåå òîãî, ïîäìíîæåñòâà â ðàçáèåíèè ñàìè ìî-
ãóò îêàçàòüñÿ íàáîðàìè ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé íåêîòîðûõ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è ïîýòîìó ðàçáèåíèå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â âèäå
ñóììû äðóãèõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ïîä èñ÷èñëåíè-
åì ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé ìû ïîíèìàåì èíòåðïðåòàöèþ îáû÷íûõ
òîæäåñòâ êàê ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíî-
æåñòâàìè. Â [4℄ îïèñàíî ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
ñîîòíîøåíèé  ýòè ïðîñòåéøèå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ öèêëà-
ìè â äèàãðàììàõ Õàññå. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ
ýòîãî ïîäõîäà â (îáîáù¼ííîé) èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà. Ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â âèäå ñóììû öåïåé,
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îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì ðàñøèðåíèÿì, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îð-
ìóëå äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà LF (x) óíê-
öèè F (x)
LF (x) = f(x)
∑
α∈Sn
F (xα(1))
(x− xα(1))(xα(1) − xα(2)) . . . (xα(n−1) − xα(n))
,
ãäå f(x) =
∏n
i=1(x−xi). Òàêæå ìû ïîêàæåì, ÷òî â íåêîòîðûõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ ñîâïàäåíèå äâóõ ïðåäñòàâëåíèé ìóëüòè-óíêöèè Øó-
ðà (êàê îáîáù¼ííîãî îïðåäåëèòåëÿ ßêîáè-Òðóäè è êàê ðàçäåë¼ííîé
ðàçíîñòè [10℄) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äâà ñïîñîáà ðàçáèòü íà
ïîäìíîæåñòâà íàáîð ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.
Òîæäåñòâà äëÿ ñóìì ðèíà ïîðîæäàþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàç-
äåë¼ííûõ ðàçíîñòåé Íüþòîíà
∆Xn [F ] =
n∑
i=1
F (xi)
f ′(xi)
=
det(F (xi) x
n−2
i . . . xi 1)
det(xn−1i x
n−2
i . . . xi 1)
(1)
=
1
2pii
∮
F (z)
(z − x1) . . . (z − xn)
dz,
â îïðåäåëèòåëÿõ âûïèñûâàåì i-þ ñòðîêó, Xn = {x1, . . . , xn}. Cóì-
ìû ðèíà â òîæäåñòâàõ ìîæíî çàìåíèòü ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé óíêöèè F , êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: äîìíîæàåì ñóììó ðèíà íà F (xi)/
∏
m<l<∞(xi − xl)
è èíòåãðèðóåì ïî xi. Íàïðèìåð, òàê ïîëó÷àþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñî-
îòíîøåíèÿ
∆Xn [F ] =
∆Xn\xi [F ]−∆Xn\xj [F ]
xj − xi
,
∆Xn\xi [F ]
(xi − xj)(xi − xk)
+
∆Xn\xj [F ]
(xj − xi)(xj − xk)
+
∆Xn\xk [F ]
(xk − xi)(xk − xj)
= 0.
Òîæäåñòâà äëÿ ñóìì ðèíà, ïî êðàéíåé ìåðå ïî îòíîøåíèþ ê ðàçäå-
ë¼ííûì ðàçíîñòÿì, àíàëîãè÷íû îðìóëå Ýéëåðà-ßêîáè äëÿ âû÷åòà
è äåòåðìèíàíòíîìó òîæäåñòâó Òóðíáóëëà (áîëåå èçâåñòåí åãî ÷àñò-
íûé ñëó÷àé  ñîîòíîøåíèe ðàññìàíà-Ïëþêêåðà), êîòîðûå òàêæå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèé äëÿ ðàçäå-
ë¼ííûõ ðàçíîñòåé [2℄.
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Ïîõîæèì îáðàçîì òîæäåñòâà äëÿ ñóìì ðèíà ïîðîæäàþò ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ëîãàðèìè÷åñêèõ äèåðåíöèàëüíûõ îðì Àðíîëü-
äà
ωij =
1
2pii
d(xi − xj)
xi − xj
,
Ê ñîîòíîøåíèþ Àðíîëüäà [1℄
ωij ∧ ωjk + ωki ∧ ωij + ωjk ∧ ωki = 0
ïðèâîäèò ëþáîå íå ëèíåéíîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç
òð¼õ ýëåìåíòîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè α ∈ Sn
d(xα(1) − xα(2)) ∧ d(xα(2) − xα(3)) ∧ · · · ∧ d(xα(n−1) − xα(n))
=
n∑
i=1
(−1)n−idxα(1) ∧ · · · ∧ dxα(i−1) ∧ dxα(i+1) ∧ · · · ∧ dxα(n)
è óìíîæåíèå ïåðåñòàíîâêè α íà ëþáóþ òðàíñïîçèöèþ óìíîæàåò
ýòî ðàâåíñòâî íà −1. Ïîýòîìó óìíîæåíèå íà ëþáóþ ïåðåñòàíîâ-
êó óìíîæàåò ðàâåíñòâî íà çíàê ýòîé ïåðåñòàíîâêè è, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî èñõîäíûé ïîðÿäîê x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì
(åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà ïðèíàäëåæèò L(P )), èìååì∑
α∈L(P )
sign(α)ωα(1)α(2) ∧ ωα(2)α(3) ∧ · · · ∧ ωα(n−1)α(n)
= (
n∑
i=1
(−1)n−idx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn)G(P ).
Ïî-âèäèìîìó, ýòèì àêòîì îáúÿñíÿåòñÿ áëèçîñòü êîìáèíàòîðèêè
ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ â [11℄, è êîìáèíàòî-
ðèêè ñóìì ðèíà. Íàïðèìåð, îðìóëà Ω˜sl2 = Ωsl2 íà ñòð. 58 â [11℄
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà ðèíà äëÿ ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñ îäíèì ìàêñèìóìîì è ïîïàðíî íå ñðàâíè-
ìûìè îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè. "Õèðóðãèÿ äèàãðàìì"íà ñòð. 65 â
[11℄ íà ÿçûêå ñòàòüè [8℄ îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì: åñëè
äâà ýëåìåíòà â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå íå ñðàâíèìû,
òî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíî-
æåñòâà ñîãëàñíî äâóì âîçìîæíîñòÿì óïîðÿäî÷èòü ýòó ïàðó.
2. Îáçîð èçâåñòíûõ àêòîâ î ñóììàõ ðèíà
Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà µ : P × P → Z ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà P îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:
µ(a, a) = 1, µ(a, b) = −
∑
a≺cb µ(c, b), åñëè a ≺ b, è µ(a, b) = 0 â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Äèàãðàììîé Õàññå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî
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ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ãðà, âåðøèíû êîòîðîãî îòâå÷àþò ýëåìåí-
òàì ýòîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà è äâå âåðøèíû a è b
ñîåäèíåíû ðåáðîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè a ≺ b è íå ñóùåñòâóåò
âåðøèíû c, äëÿ êîòîðîé a ≺ c ≺ b. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî äèàãðàììà Õàññå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì ãðàîì. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
ïëîñêèì, åñëè åãî äèàãðàììà Õàññå âêëàäûâàåòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì
ïîðÿäêà â R × R, ïðè÷¼ì, ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äîáàâëå-
íèè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.
Åñëè äèàãðàììà Õàññå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P
íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, òî G(P ) = 0 [8℄, [3℄. Äëÿ ñâÿçíîãî ïëîñêîãî
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P èìååì îðìóëó ðèíà [8℄
G(P ) =
∏
xi≺xj
(xi − xj)
µ(xi,xj),
Çàìåòèì, ÷òî øàã èíäóêöèè â äîêàçàòåëüñòâå îðìóëû ðèíà â [8℄
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó èíòåðïîëÿöèîííîìó àêòó
0 = ∆X3 [x− y]
=
x1 − y
(x1 − x2)(x1 − x3)
+
x2 − y
(x2 − x1)(x2 − x3)
+
x3 − y
(x3 − x1)(x3 − x2)
,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì è îðìóëû Ýéëåðà-ßêîáè, è
òîæäåñòâà Òóðíáóëëà, è ñàìîé îðìóëû ðèíà.
Ñóììû ðèíà ïîÿâèëèñü â [8℄ êàê îáîáùåíèÿ ñâîåãî ÷àñòíî-
ãî ñëó÷àÿ, ñâÿçàííîãî ñ äèàãðàììàìè Þíãà è èñïîëüçîâàâøåãîñÿ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðàâèëà Ìóðíàãàíà-Íàêàÿìû äëÿ õàðàêòåðîâ
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Ìîäèèêàöèÿ îðìóëû ðèíà, ñâÿçàííàÿ
ñ ïðàâèëîì Ìóðíàãàíà-Íàêàÿìû äëÿ õàðàêòåðîâ àëãåáðû åêêå,
ïðåäñòàâëåíà â [9℄.
Åñëè ñóììó ðèíà ëþáîãî ñâÿçíîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà P ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè G(P ) =
N(P )/D(P ), òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà N(P ) ðàâíà ÷èñëó íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ â äèàãðàììå Õàññå (â ÷àñòíîñòè, N(P ) = 1, åñëè äèàãðàì-
ìà Õàññå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì), à ìíîãî÷ëåíD(P ) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
ðàçíîñòåé z − x äëÿ ýëåìåíòîâ x ≺ z, êîòîðûå ñîåäèíåíû ðåáðîì
â äèàãðàììå Õàññå (ò. å. íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà y, äëÿ êîòîðîãî
x ≺ y ≺ z) [3℄. Òàêæå â [3℄ èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ÷èñëèòåëÿ N(P )
è çíàìåíàòåëÿ D(P ) ïðè ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî îïåðàöèÿ
ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà (xixj) â äèàãðàììå Õàññå ñëåäóþùèì
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äåéñòâóåò íà ñóììó ðèíà
G(P )→ lim
xi→xj
(xi − xj)G(P ).
Ëþáîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïî-
ìîùüþ ñòÿãèâàíèÿ ð¼áåð â äèàãðàììå Õàññå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâó-
äîëüíûì ãðàîì (âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà,
â êàæäîì èç êîòîðûõ âåðøèíû íå ñîåäèíåíû ð¼áðàìè) [3℄. Òåì ñà-
ìûì, ëþáîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü ñ
ïîìîùüþ óäàëåíèÿ è ñòÿãèâàíèÿ ð¼áåð â äèàãðàììå Õàññå ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ðàçäåëÿþùèõ
ïîäìíîæåñòâ.
Ïðèìåíåíèå ê ñóììàì ðèíà èíòåðïîëÿöèîííûõ îðìóë ñòàëî
âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó ïðàâîé ÷àñòè îðìó-
ëû ðèíà è çíàìåíàòåëÿ D(P )  îíè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèç-
âåäåíèé ðàçíîñòåé ïåðåìåííûõ. Â [4℄ ÷èñëèòåëü N(P ) ïðåäñòàâëåí
â âèäå ñóììû ïî íåêîòîðîìó íåîäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîìó íàáîðó
îñòîâíûõ äåðåâüåâ â äèàãðàììå Õàññå, ïðè÷¼ì, ñëàãàåìûå â ýòîé
ñóììå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ðàçíîñòåé ïåðåìåííûõ. Íåêîòî-
ðûå ðåçóëüòàòû î ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ N(P ) è
íåðåø¼ííûå çàäà÷è íà ýòó òåìó ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â [4℄.
Ìû óæå óïîìèíàëè ñàìûé ñóùåñòâåííûé äëÿ ïîíèìàíèÿ ñòðóê-
òóðû ñóìì ðèíà ðåçóëüòàò  îïèñàíèå â òåðìèíàõ öèêëîâ â äèà-
ãðàììå Õàññå áàçèñíîãî íàáîðà â ïðîñòðàíñòâå ñîîòíîøåíèé ìåæäó
ñóììàìè ðèíà [4℄. Èíòåðåñíî áûëî áû îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ñî-
îòíîøåíèé ìåæäó ñîîòíîøåíèÿìè è ò. ä.
Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ ñóìì ðèíà èìåþòñÿ â [8℄, [3℄,
[4℄, â ÷àñòíîñòè, â [8℄ âû÷èñëåíû ñóììû ðèíà äëÿ ñòàíäàðòíûõ
äèàãðàììàì Þíãà (èçâåñòíû óíêöèè Ì¼áèóñà ýòèõ ïëîñêèõ ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ); â [3℄ ñóììà ðèíà ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ðàçäåëÿþùèõ ïîäìíî-
æåñòâ, ïðåäñòàâëåíà êàê ìóëüòè-óíêöèÿ Øóðà è âû÷èñëåíà ñóì-
ìà ðèíà â ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà Õàññå ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
öèêë; â [4℄ ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ öèêëîâ â äèàãðàììå Õàññå.
3. Ñóììû ðèíà è ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè Íüþòîíà
Ïóñòü Zk = {z1, . . . , zk} ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì ïîäìíîæåñòâîì
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P è
P≺ = {z ∈ P : z ≺ zi}, P
≻ = {z ∈ P : z ≻ zi}.
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Äëÿ íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ P âûðàæåíèå P ∪ {a ≺ b} áó-
äåì ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ê íåðàâåíñòâàì â P äîáàâëÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî a ≺ b è âñå âûòåêàþùèå èç íåãî ïî òðàíçèòèâ-
íîñòè (ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì).
Äëÿ êàæäîãî i ∈ k¯ = {1, . . . , k} ïóñòü
Pi≺ = P ∪ {zi ≺ zj : j ∈ k¯ \ i}, Pj≻ = P ∪ {zj ≻ zi : i ∈ k¯ \ j}.
è äëÿ k > 1, i, j ∈ k¯, i 6= j
Pi≺,j≻ = P ∪ {zi ≺ zl, zj ≻ zl : l ∈ k¯ \ i, j}.
Ââåä¼ì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
R(X, Y ) =
∏
x∈X,y∈Y
(x− y), pj =
∑
i∈k¯
zji ,
h(z) =
∏
i∈k¯
(z − zi) = R(z, Zk), Discr(h) =
∏
i<j
(zi − zj)
2,
G≺j =
∑
i∈k¯
zjiG(P
≺ ∪ zi), G
≻
j =
∑
i∈k¯
zjiG(P
≻ ∪ zi),
G≺≻j =
∑
i∈k¯
zjiG(P
≺ ∪ zi)G(P
≻ ∪ zi).
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Zk ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì ïîäìíîæå-
ñòâîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P .
1) Åñëè k = 1, òî
G(P ) = G(P≺ ∪ Z1)G(P
≻ ∪ Z1).
2) Åñëè P≺ = ∅, òî
G(P ) = ∆Zk [G(P
≻ ∪ z)] =
∑
j∈k¯
G(P≻ ∪ zj)
h′(zj)
.
3) Åñëè P≺ = {t}, òî
G(P ) =
−∆Zk [(t− z)
k−1G(P≻ ∪ z)]
h(t)
= −
∑
j∈k¯
(t− zj)
k−1G(P≻ ∪ zj)
h(t)h′(zj)
.
4) Åñëè k > 1, òî
G(P ) = −
∑
i 6=j
(zi − zj)
k−1G(P≺ ∪ zi)G(P
≻ ∪ zj)
h′(zi)h′(zj)
5) Åñëè k > 3, òî
G(P ) =
k−1∑
m=0
(−1)m+1Cmk−1∆Zk [z
k−m−1G(P≺ ∪ z)]∆Zk [z
mG(P≻ ∪ z)]
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=
k−1∑
m=0
(−1)m+1Cmk−1
Discr(h)


G≺≻k−1 G
≻
k+m−2 G
≻
k+m−3 . . . G
≻
m
G≺2k−m−3 p2k−4 p2k−5 . . . pk−2
G≺2k−m−4 p2k−5 p2k−6 . . . pk−3
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
G≺k−m−1 pk−2 pk−3 . . . p0

 .
Ïðè çàìåíå â 2) è 3) P≺ íà P≻ è íàîáîðîò ïðàâàÿ ÷àñòü îð-
ìóëû óìíîæèòñÿ íà (−1)k−1 è (−1)k, ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà ñëå-
äóåò, ÷òî â ëþáîì ëèíåéíîì ðàñøèðåíèè èç L(P ) ïåðâûìè èäóò âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P≻, çàòåì âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Zk è çàòåì
âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P≺, äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ïåðåñòàíîâ-
êà α ∈ L(P ) ðàñïàäàåòñÿ â òðîéêó ïåðåñòàíîâîê (α≻, α=, α≺) ãäå
α≻ ∈ L(P
≻), α= ∈ L(Zk)(= Sk), α≺ ∈ L(P
≺) è êàæäàÿ òàêàÿ òðîéêà
ïåðåñòàíîâîê îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó èç L(P ). Ïîýòîìó ïðè k = 1
êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå G(P ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñëàãàåìî-
ãî â ñóììå G(P≻ ∪ Z1) è ñëàãàåìîãî â ñóììå G(P
≺ ∪ Z1), ïðè÷¼ì,
êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà âñòðåòèòñÿ. Ýòî äîêàçûâàåò 1). Òàêæå èìååì
ðàâåíñòâà
L(Pi≺) = {(α≺, α=, α≻) ∈ L(P ) : α=(k) = i},
L(Pj≻) = {(α≺, α=, α≻) ∈ L(P ) : α=(1) = j},
L(Pi≺,j≻) = {(α≺, α=, α≻) ∈ L(P ) : α=(1) = j, α=(k) = i},
L(P ) = ∪iL(Pi≺) = ∪jL(Pj≻) = ∪i 6=jL(Pi≺,j≻),
G(P ) =
∑
i
G(Pi≺) =
∑
j
G(Pj≻) =
∑
i 6=j
G(Pi≺,j≻).
Ïîäìíîæåñòâà {zi}, {zj}, {zi} è {zj} ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëÿþùèìè
â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ Pi≺, Pj≻, Pi≺,j≻, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èç 1) ïîëó÷àåì, ÷òî â 2), 3)
G(Pj≻) = G(P
≻ ∪ zj)G(Pj≻ \ P
≻)
è â 4)
G(Pi≺,j≻) = G(P
≻ ∪ zj)G(Pi≺,j≻ \ {P
≺, P≻})G(P≺ ∪ zi).
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà Pj≻ \ P
≻
â 2), 3) è Pi≺,j≻ \
{P≺, P≻} â 4) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè è ïî îðìóëå ðèíà ïîëó÷àåì
ñîîòâåòñòâóþùèå ïóíêòàì 2)-4) ðàâåíñòâà
G(Pj≻ \ P
≻) =
1
h′(zj)
,
G(Pj≻ \ P
≻) = −
(t− zj)
k−1
h′(zj)h(t)
,
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G(Pi≺,j≻ \ {P
≺, P≻}) = −
(xi − xj)
k−1
h′(zi)h′(zj)
,
÷òî äîêàçûâàåò 2)-4).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 5) çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñîêðàùåíèé â äðîáè
(xi−xj)
k−1/h′(zi)h
′(zj) èìååòñÿ ìíîæèòåëü (xi−xj)
k−3
. Èç ïîëîæè-
òåëüíîñòè ñòåïåíè ñëåäóåò, ÷òî â 4) ìîæíî çàìåíèòü ñóììèðîâàíèå
ïî i 6= j ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì i è j. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ áèíîìà
(xi − xj)
k−1
ñóììèðîâàíèÿ ïî i è j ðàçäåëÿþòñÿ è ìû ïîëó÷àåì
ñóììó ïðîèçâåäåíèé ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâèì ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè â âèäå îò-
íîøåíèé îïðåäåëèòåëåé (1), òðàíñïîíèðóåì îïðåäåëèòåëè â ïåðâîì
îòíîøåíèè è ïåðåìíîæèì ìàòðèöû â ÷èñëèòåëÿõ è ìàòðèöû â çíà-
ìåíàòåëÿõ.
Ïðèìåð 1. Åñëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P ñîñòîèò
èç äâóõ ðàçäåëÿþùèõ ïîäìíîæåñòâ Zk è Xn = {x1, . . . , xn}, xj ≺ zi,
òî Ïðåäëîæåíèå 1 è îðìóëà ðèíà ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì
G(P ) = (−1)k−1∆Zk [
1
f
] = (−1)k∆Xn [
1
h
]
= (−1)k−1
det( 1
f(zi)
zk−2i . . . zi 1)
det(zk−1i z
k−2
i . . . zi 1)
=
1
R(Zk, Xn)
det(zk−2i f(zi) . . . zif(zi) f(zi) 1)
det(zk−1i z
k−2
i . . . zi 1)
,
Â [3℄ âûáðàí äðóãîé ñïîñîá ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà L(P ) íà ïîäìíî-
æåñòâà
L(P ) = ∪α∈SkL(P ∪ {zα(1) ≺ · · · ≺ zα(k)})
è äîêàçàíî, ÷òî R(Zk, Xn)G(P ) ñîâïàäàåò ñ ìóëüòè-óíêöèåé Øóðà
S(n−1)k−1(Zk − Xn). Ñâÿçü ìóëüòè-óíêöèé Øóðà ñ ðàçäåë¼ííûìè
ðàçíîñòÿìè õîðîøî èçâåñòíà [10℄.
Ïðèìåð 2. Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, ñîäåð-
æàùåãî íåñêîëüêî ðàçäåëÿþùèõ ïîäìíîæåñòâ, ìíîãîêðàòíîå ïðè-
ìåíåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåêóðñèâíóþ îðìóëó
äëÿ ñóììû ðèíà. Íàïðèìåð, åñëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî P ñîñòîèò èç òð¼õ ðàçäåëÿþùèõ ïîäìíîæåñòâ Zk, Xn è
Yl = {y1, . . . , yl}, ym ≺ xj ≺ zi, òî Ïðåäëîæåíèå 1 è îðìóëà ðèíà
ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì
G(P ) = (−1)k−1∆Zk [G(P
≺ ∪ z)]
= (−1)k−1
det(G(P≺ ∪ zi) z
k−2
i . . . zi 1)
det(zk−1i z
k−2
i . . . zi 1)
,
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ãäå
G(P≺ ∪ {zi}) =
(−1)n
f(zi)
∆Yl [
(zi − y)
n−1
f(y)
]
=
(−1)n
f(zi)R(Yl, Xn)
det((zi − yj)
n−1 yl−2j f(yj) . . . yjf(yj) f(yj))
det(yl−1j y
l−2
j . . . yj 1)
.
Ïðèìåð 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Zk, Xn, Yn−1) ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-
äîê íà ìíîæåñòâå Zk ∪ Xn ∪ Yn−1, â êîòîðîì xi ≺ zj äëÿ ëþáûõ
i, j è yi ≺ xi, yi ≺ xi+1 äëÿ i = 1, . . . , n − 1. Ñëåäóþùèé ãðà
ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé Õàññå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
P (Z1, Xn, Yn−1)
z1
x1 x2 xnxn−1
y1 y2 yn−2 yn−1
✏✏
✏✏
✏✏
✏✏
✏✏
✏✏
✏✏
❆
❆
❆
❆
❆
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟
✁
✁
✁
✁
✁
❆
❆
❆
❆
❆
PP
PP
PP
PP
PP
PP
PP
✁
✁
✁
✁
✁
❍❍
❍❍
❍❍
❍❍
❍
❆
❆
❆
❆
❆
✁
✁
✁
✁
✁✁
✁
❆
❆
   ❅❅
. . .
✉
✉ ✉ ✉ ✉
✉ ✉ ✉ ✉
Ïóñòü
g(x) = R(x, Yn−1), T (Xn, Yn−1) =
n−1∏
j=1
(xj − yj)(xj+1 − yj).
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà Pi≺(Zk, Xn, Yn−1) ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèìè è, ïðèìåíÿÿ Ïðåäëîæåíèå 1 è îðìóëó ðèíà, èìååì
G(P (Zk, Xn, Yn−1)) =
(−1)k−1
T (Xn, Yn−1)
∆Zk [
g
f
]
=
(−1)k−1
T (Xn, Yn−1)
det( g(zi)
f(zi)
zk−2i . . . zi 1)
det(zk−1i z
k−2
i . . . zi 1)
=
1
R(Zk, Xn)T (Xn, Yn−1)
det(zk−2i f(zi) . . . zif(zi) f(zi) g(zi))
det(zk−1i z
k−2
i . . . zi 1)
.
Ôîðìóëà
G(P (Z1, Xn, Yn−1)) =
n∑
i=1
G(P (Z1, Xn, Yn−1) ∪ {xi ≻ xj : j 6= i})
ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÀÑØÈÅÍÈÉ 11
ýêâèâàëåíòíà èíòåðïîëÿöèîííîé îðìóëå Ëàãðàíæà (ðàçëîæåíèþ
íà ïðîñòåéøèå äðîáè)
g(z1)
f(z1)
=
n∑
i=1
g(xi)
(z1 − xi)f ′(xi)
.
Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè îáîáùàåòñÿ îðìóëà èç Ïðèìåðà 3.
åçóëüòàò äåéñòâèÿ ñèììåòðèçàòîðà Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà íà ñèì-
ìåòðè÷åñêóþ óíêöèþ
F →
∑
Ip⊂Zk,|Ip|=p
F (Ip)
R(Ip, Zk \ Ip)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáîáùåíèå îòíîøåíèÿ îïðåäåëèòåëåé (1)
(ñòåïåíè ïåðåìåííîé çàìåíÿþòñÿ óíêöèÿìè Øóðà èëè ìíîãî÷ëå-
íàìè Ìàêäîíàëüäà) [5℄ èëè êàê êîìïîçèöèþ ýëåìåíòàðíûõ ðàç-
äåë¼ííûõ ðàçíîñòåé [10℄. Ïðåäëîæåíèå 1 ñîäåðæèò ïðåäñòàâëåíèÿ
ñèììåòðèçàòîðà Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà â ñëó÷àå, êîãäà îí äåéñòâó-
åò íà ñèììåòðè÷åñêèå óíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà  ïðîèçâåäåíèÿ
óíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü Zi,j = {zi, . . . , zj} äëÿ i 6 j,
∆Zi,j [
g
f
] = 0 äëÿ i > j è Gi,j = (−1)
j−iG(P (Zi,j, Xn, Yn−1)) = 0 äëÿ
i > j.
Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ p 6 k ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
det(zp−1i
g(zi)
f(zi)
. . . zi
g(zi)
f(zi)
g(zi)
f(zi)
zi
k−p−1 . . . zi 1)
det(zk−1i z
k−2
i . . . zi 1)
(2)
=
∑
Ip⊂Zk,|Ip|=p
∏
zj∈Ip
g(zj)
f(zj)
R(Ip, Zk \ Ip)
(3)
= det(∆Zi,k−p+1 [
g
f
] ∆Zi,k−p+2[
g
f
] . . . ∆Zi,k [
g
f
]) (4)
= (T (Xn, Yn−1))
p det(Gi,k−p+1 Gi,k−p+2 . . . Gi,k), (5)
Äîêàçàòåëüñòâî. àâåíñòâî (2) = (3) ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèåì
îïðåäåëèòåëÿ (2) ïî ïåðâûì p ñòîëáöàì. àâåíñòâî (3) = (4) äîêà-
çàíî â [12℄. àâåíñòâî (4) = (5) âûòåêàåò èç îðìóëû Ïðèìåðà 3.
Áîëåå îáùèå îïðåäåëèòåëè, âêëþ÷àþùèå ñóììû ðèíà, ïîÿâëÿ-
þòñÿ êàê êîýèöèåíòû îáîáù¼ííîãî ðÿäà Íüþòîíà äëÿ óíêöèè∏p
j=1
g(tj)
f(tj )
. Ýòîò ðÿä ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî
ðÿäà Íüþòîíà äëÿ óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ [10℄. Ìû ïðèâåä¼ì
ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûé âèä óíêöèè (ïðî-
èçâåäåíèå óíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé) è òîæäåñòâî Áèíå-Êîøè.
Íàïîìíèì, ÷òî â îïðåäåëèòåëÿõ âûïèñûâàåòñÿ i-ÿ ñòðîêà.
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Ïðåäëîæåíèå 3. àçëîæåíèÿ óíêöèè H(z) â èíòåðïîëÿöèîí-
íûé ðÿä Íüþòîíà
H(t) =
∑
i6j
∆Xi,j [H ]R(t, Xi,j−1), i = 1, . . . , p,
âëåêóò ðàçëîæåíèå óíêöèè
∏p
j=1H(zj) â îáîáù¼ííûé èíòåðïî-
ëÿöèîííûé ðÿä Íüþòîíà
p∏
i=1
H(ti) =
∑
j1<···<jp
det(∆Zi,j1 [H ] . . .∆Zi,jp [H ])
det(R(ti, Xj1−1) . . . R(ti, Xjp−1)
det(1 ti . . . t
p−1
i )
,
â ÷àñòíîñòè,
p∏
i=1
g(ti)
f(ti)
=
∑
j1<···<jp
det(∆Zi,j1 [
g
f
] . . .∆Zi,jp [
g
f
])
det(R(ti, Xj1−1) . . . R(ti, Xjp−1)
det(1 ti . . . t
p−1
i )
= (T (Xn, Yn−1))
p
∑
j1<···<jp
det(Gi,j1 . . . Gi,jp)
det(R(ti, Xj1−1) . . .R(ti, Xjp−1)
det(1 ti . . . t
p−1
i )
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì (p × ∞)-ìàòðèöû ∆ = (∆Zi,j [H ]),
S = (R(ti, Xj−1)) (∆Zi,j [H ]) = 0 äëÿ i > j, R(ti, X0)) = 1) è ïðè-
ìåíÿåì òîæäåñòâî Áèíå-Êîøè ê îïðåäåëèòåëþ ïðîèçâåäåíèÿ ∆St.
×àñòíûé ñëó÷àé âûòåêàåò èç îðìóëû Ïðèìåðà 3.
4. ÿä Íüþòîíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçíûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ P1, P2, P3, . . . , â êàæäîì èç êîòîðûõ åñòü ýëåìåíòû
x è z, êîòîðûå ñîåäèíåíû ðåáðîì â äèàãðàììå Õàññå (òîãäà ìíîãî-
÷ëåí D(P ) äåëèòñÿ íà z − x). Íàïðèìåð, âñå Pi ìîãóò áûòü îäèíà-
êîâûìè, íî èõ ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâîâóþò ðàçíûå ïåðåìåííûå,
✓
✓
✓
❙
❙
❙
x x1
z
, ✓
✓
✓
❙
❙
❙
x x2
z
, ✓
✓
✓
❙
❙
❙
x x3
z
, . . .
Â êàæäîé ñóììå ðèíà G(Pi) ðàçäåëèì ñëàãàåìûå íà òå, êîòî-
ðûå ñîäåðæàò ìíîæèòåëü (z − x)−1 è îñòàâøèåñÿ. Ââåä¼ì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
G(Pi) =
G′(Pi)
z − x
=
G′′(Pi)
z − x
+G′′′(Pi).
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Òîãäà
1
z − x
= −
G′′′(Pi)
G′′(Pi)
+
G′(Pi)
G′′(Pi)
1
z − x
. (6)
Ïóñòü
G′i =
i∏
j=1
G′(Pi), G
′′
i =
i∏
j=1
G′′(Pi).
Ïðåäëîæåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçíûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿ-
äî÷åííûõ ìíîæåñòâ P1, P2, . . . äëÿ âñåõ n > 1 îïðåäåëÿåò ñëåäóþ-
ùåå ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè F (x)
F (x) = −
n∑
i=1
1
2pii
∮
G′i−1G
′′′(Pi)F (z)
G′′i
dz +
1
2pii
∮
G′nF (z)
G′′n(z − x)
dz. (7)
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðàâóþ ÷àñòü îðìóëû (6) äëÿ P1 ïîäñòàâ-
ëÿåì âûðàæåíèå äëÿ (z−x)−1 èç îðìóëû (6) äëÿ P2, â ïîëó÷åííóþ
îðìóëó ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå äëÿ (z−x)−1 èç îðìóëû (6) äëÿ
P3 è ò. ä. Äîìíîæàÿ ðåçóëüòàò ýòèõ äåéñòâèé íà F (z) è èíòåãðèðóÿ,
ïîëó÷èì îðìóëó (7).
Äëÿ ïðèâåä¼ííîãî â ïåðâîì àáçàöå ïðèìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òð¼õýëåìåíòíûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
G(Pi) =
1
(z − x)(z − xi)
, G′(Pi) =
1
z − xi
,
G′′(Pi) =
1
x− xi
, G′′′(Pi) =
1
(z − xi)(xi − x)
,
G′i =
i∏
j=1
1
z − xj
=
1
R(z,Xi)
, G′′i =
i∏
j=1
1
x− xj
=
1
R(x,Xi)
,
−
1
2pii
∮
G′i−1G
′′′(Pi)F (z)
G′′i
dz = ∆Xi [F ]R(x,Xi−1),
1
2pii
∮
G′nF (z)
G′′n(z − x)
dz = ∆Xn∪x[F ]R(x,Xn)
è îðìóëà (7) ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì â èíòåðïîëÿöèîííûé ðÿä
Íüþòîíà
F (x) =
n∑
i=1
∆Xi [F ]R(x,Xi−1) + ∆Xn∪x[F ]R(x,Xn).
àññìîòðèì áîëåå îáùèé ïðèìåð: ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî Pi, i = 1, 2, . . . , ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ z, x, x1i, . . . , xmii è ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè
x ≺ z, x1i ≺ z, . . . , xmii ≺ z.
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Ïóñòü
hi(x) =
mi∏
j=1
1
x− xji
.
Ïî îðìóëå ðèíà
G(Pi) =
hi(z)
z − x
, G′(Pi) = hi(z),
G′′(Pi) = hi(x), G
′′′(Pi) =
hi(z)− hi(x)
z − x
,
G′i =
i∏
j=1
hj(z), G
′′
i =
i∏
j=1
hj(x)
è îðìóëà (7) ïðèíèìàåò âèä
F (x) = −
n∑
i=1
1
2pii
∮ ∏i−1
j=1 hj(z)
hi(z)−hi(x)
z−x
F (z)dz∏i
j=1 hj(x)
+
1
2pii
∮ Qn
j=1 hj(z)
z−x
F (z)dz∏n
j=1 hj(x)
.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îáîáùèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ îðìóëó
Ëàãðàíæà. Ïóñòü â ñâÿçíîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå P
îäíîìó èç ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ z è íåñîêðàòèìîå
ïðåäñòàâëåíèå ñóììû ðèíà èìååò âèä G(P ) = N(z)/D(z). Äîìíî-
æàÿ ðàâåíñòâî
1
z − x
=
D(z)
N(z)
− D(x)
N(x)
(z − x)D(z)
N(z)
+
D(x)
N(x)
(z − x)D(z)
N(z)
íà àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ F (z) è èíòåãðèðóÿ ïî z, ïîëó÷èì
Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ ñâÿçíîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà èìååì ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè F (x)
F (x) =
1
2pii
∮ D(z)
N(z)
− D(x)
N(x)
(z − x)
F (z)N(z)
D(z)
dz
+
D(x)
N(x)
1
2pii
∮
F (z)N(z)
(z − x)D(z)
dz,
â ÷àñòíîñòè, åñëè äèàãðàììà Õàññå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî
F (x) =
1
2pii
∮
D(z)−D(x)
(z − x)
F (z)
D(z)
dz (8)
+D(x)
1
2pii
∮
F (z)
(z − x)D(z)
dz.
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Äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Pn, ñîñòÿùåãî èç
åäèíñòâåííîãî ìàêñèìóìà z è ïîïàðíî íå ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ
x1, . . . , xn, èìååì ðàâåíñòâà N(z) = 1, D(z) =
∏n
i=1(z−xi)(= f(z)) è
îðìóëà (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå óíêöèè F (x) â ñóììó
å¼ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà LF (x) è îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà èíòåðïîëÿöèè. Êëàññè÷åñêàÿ îðìóëà
LF (x) =
1
2pii
∮
f(z)− f(x)
z − x
F (z)
f(z)
dz =
n∑
i=1
F (xi)
f(x)
(x− xi)f ′(xi)
ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà L(Pn) íà ïîäìíîæåñòâà ëèíåé-
íûõ ðàñøèðåíèé, ó êîòîðûõ âòîðûì ýëåìåíòîì áóäåò xi (ïåðâûì
âñåãäà áóäåò z)
L(Pn) = ∪
n
i=1L(Pn ∪ {xj ≺ xi : j ∈ n¯ \ i}).
àçáèåíèå ìíîæåñòâà L(Pn) íà îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùåé îðìóëå
Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà
LF (x) èìååì îðìóëó
LF (x) = f(x)
∑
α∈Sn
F (xα(1))
(x− xα(1))(xα(1) − xα(2)) . . . (xα(n−1) − xα(n))
.
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